Rozwigzanie:

W ukladzie mog wystgpi¢ dwa mechanizmy zniszczenia. Pierwszy, typowy
dla tuku dwu przeguboweg@H< g,F) realizuje s} przez powstanie trzech
przegubow plastycznych. Natomiast drugi powstajaiplastycznieniuciagu,
kiedy H= g,F. Warunek jednoczesnego wysienia obu mechanizmow pozwoli
na okrélenie paadanego przekrojéciaggu.

W pierwszym mechanizmie zniszczenia warunki rowrgivgaanicznej maj
forme

H rsina—%(r ~rcosa)-M, =0

Hr—2T +M =0
2
stad
P = 2M,  1+sina

r cosa+sina-1

r sina

H

- a
AN
S
rcosa —
2
Rys. 6.11b

1 1l+sing _1j
r sinag +cosa -1

H=—-M,=M p(
Potazenie dodatkowego przegubu oieewarunek

;—ﬂ; = fcomr(cosy + sina —1) - (- sina + cosr)(1=sina)]|[cozr +sina -1] % =0
stad

2cosr-sing =1 = 1+sing =2,/1-sina
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Po podstawieniuY=sina otrzymuje s} rownanie kwadratowe, ktérego
pierwiastki Y =sina(Y30-1) odpowiadaj poszukiwanemu poieniu
dodatkowego przegubu w tuku.

Warunki réwnowagi w drugim mechanizmie majosta

Hr—%T+|\/I1=O = P’=2(H +%j

_P’+V1+V2:O V1:V2:_

Rys. 6.11c

Warunek jednoczesnego wygtenia obu mechanizméw zniszczenia
przyjmie forne

PR=P = £

r cosa+sina-1

2M i
l+sing  _ 2(
-

M
H +—”)H =o,F

Poszukiwanp wartas¢ przekroju poprzecznedaiagu obliczymy z wyraenia

E= M, l+sina
o,r sinag +cosa -1

Szacowanie przemieszczen granicznych

Model ciata sztywno-plastycznego z liniowym wzmasnem pozwala na
szacowanie granicznych wastb przemieszcag towarzysacych szczegdlnym
procesom narastania obaen.
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W  jednowymiarowym przypadku model sztywno-plastycznze
wzmocnieniem ten opisany jest zalesciami
—_ 1~ 9579
ag—ap—Eag, = E'=

&g

dla >0, jest Epl_y SE<&

dla o<o, jest £=0

o

Sg €

Rys. 6.0c
W przekroju zginanego gia po pelnym uplastycznieniu przekroju
rozpoczyna si proces narastania deformacji, ktorynkmy sk w chwili
osigniecia zniszczenia przekroju, kiedy g,.

M =ja XxdF = M =_[(E'K x3+ap)x3dF
F F

M-M,= EJx
stad
= M-M,
E'J
M
Myl EJ
M p
Kg K
Rys. 6.0d
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Zaleznos¢  taczgca krzywizie preta k z  wart@ciami momentu
nadwykowegoM-M, oraz sztywn§cia E J gdzieE jest modutem wzmocnienia
pozwala ha szacowanie przemieszcgenicznych.

Wykorzystupc zasaed prac dopetniajcych otrzymamy wzor pozwalgjy
okresla¢ przemieszczenia graniczoge

Ly = JJO’U gdv= H5011>(3dF/(ds
\ SF

stad
M,-M
U = MM ds
]1 | I E’J 1

S
gdzie
[ 80, 64dF = M,
F

Do wyznaczenia warfgi nieznanych przemieszazegranicznych u;
stosujemy tradycyjne sposoby tj. ,przemapia’ wykreséw momentow
jednostkowychv; pochodzcych od dziatania sity jednostkowej przytmej w
miejscu i kierunku poszukiwanego przemieszczenianigeznegou, przez
wykresy momentow nadwiowych. Naley przy tym pamjtac, iz sital; dziata
w samo-zréwnowzgnym mechanizmie na jaki zamieng svyjsciowy uktad po
uplastycznieniu. Zakladamy #Aeze od stanu uplastycznienia konstrukcji do
zniszczenia wygpuje proporcjonalny przyrost olagen.

ZADANIE 6.12.

Wykorzystupc  zasad prac  dopemliajcych naley wyznaczy
przemieszczenia graniczoew belce i ramie dla modelu sztywno-plastycznego
Z liniowym wzmocnieniem.

Rozwigzanie:

Do okr&lenia przemieszczenia granicznego wykorzystamy deagaac
dopetniajcych przy dodatkowym zateniu, ze Jp =1(s-s,) jest sih
jednostkovy przytazong w miejscu i kierunku przemieszczenia granicznego

Rownanie zasady prac dopetg@jch przyjmie po utworzeniu gizespotu
przegubow plastycznych poéta

i M-M

[0 pydA=[do;gdvV = Ly =[dMxds gdzie «= = P

A \ s
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M-M
gdzie « = = P jest krzywizm w tych czéciach ukltadu gdzie moment

1

zginapcy M spetnia warunkiM ;<M <M .

a) W przypadku belki wolnopodpartej mechanizmy zcegnia oraz
przyporadkowane im wykresy momentow nadikpwych i jednostkowych
majg posta

X:
M, 2
1f1_x
'7_2(2 3}
Er:Ug_Up
&

CP e )
| | _PI_ 11
am[ S M =gEoM
Rys. 6.12a

Wartcé¢ granicznego przemieszczeniawynosi

M,-M M,-M
u=i{Mx[—?ﬁ(l Xﬂ gdzie x=—a_ Mol

EJ| 2 22 3 M, 2

b) W przypadku ramy obgtonej sih poziomy P mechanizm zniszczenia

oraz wykresy momentéw nadwkowych M¢-M, oraz jednostkowych maja
postéa
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Rys. 6.12b

Przemieszczenie graniczne wyliczymy z zasady prac dopetniajch,
wykorzystupc ,przemnaenie” wykresow momentéw

2 X2M, (1l X
u=——-I[M_ -M_J= Ol —-Z ||+
E'J, [( g p)2 [ (2 BH

4 X 2M,(h X
+ M, -M_|J=——2L —-=
E’Jh{( g p)2 h (2 3)}

ZADANIE 6.13.

Podpory ramy 1 i 2 doznapoziomego przemieszczeniai u, wywotanego
przez rozpetzanie terenu na ktérym posadowion@.ram

Nalezy wyznaczy przemieszczenia graniczne podpor konstrukcji gkys.
6.13a w przypadku ciata sztywno-plastycznego ze ecrigniem.
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Rozwigzanie:
Ruch ramy w wyniku rozpelzania terenu jest glsztywnego przeswtia o

wartasci E(ul +Uu,) oraz rénicy przemieszczewywotujacych stany nageen

W ramie.

h - ®
U U, U +Up Lol
—> —> 4 2 2

IVL I I\,

Rys. 6.13a

Rama w ktorej wyspuje symetryczne rozpetzanie zgsmy réwnowanym
kinetycznie uktadem z uzewtnznionymi poziomymi sitamp.

Mg Mg M0:7

- g W W
TR ITTT N
MO
2.1 1R

A 3:\& D WA

M,—-M M,

Rys. 6.13b

Pierwszy z wykreséw odpowiada uplastycznieniu kahs§i w wyniku
powstania czterech przegubdéw plastyczny¢hw naraach ramy. W miar
wzrostu sity poziomeP w naraach pojawd Sie momenty granicznbly a w ich
otoczeniu wysipia deformacje plastyczne konstrukcji. Zggistref deformacji
plastycznych y obliczymy z podobigstwa trojlkgtéw wysepujacych w
wykresach momentéw zgirgjych

-M p)

g

Mg_Mp:Mg

y

g

Nz
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Poziome przemieszczenie graniczne wyznaczymy ,pnzeapc’ wykresy
momentéw nadwikowych oraz jednostkowego

U —U; _ 2M9_Mp h(Mg_MP)[ﬁE_XJ.F(Mg_MP)I GE—I 1

2 2 2M, 2 3 2 2 |EY

ZADANIE 6.14.

W tuku kotowym z przegubem w kluczu podpory sztywatwierdzone
doznajy obrotu w wyniku ruchow podi@. Naley okresli¢ graniczm wartas¢
tych obrotéw przyjmujc w rozwaaniach model ciata sztywno-plastycznego z
liniowym wzmochnieniem.

Rys. 6.14a

Rozwigzanie

Uzewretrzniajgc przyczyny wywotuce obroty podpér otrzymujemy
zastpczy uktad w ktorym w podporach pojawaagic uplastycznienia. Sity w
wiezach oraz rozktady momentow zgig@ych maj posta

Rownania rownowagi
Vp2r-M,+M_ =0
Vg2r-M +M_ =0

Var—Hr =M, =0

Mp Mp
Ha Hgy
—
v, Ve
Rys. 6.14b
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Sity w wigzach oraz funkcja momentéw zgigeych maj posté

V, =V =0
M

HA=HA=—rp

M =-M, +H,rsing=-M (L-sing)

rsing

Rys. 6.14c

W trakcie dalszego procesu narastania deformasiiarmomenty zginajce
M, — Mg
M =-M,(1-sing)

Obszar w ktorym wygpia momenty nadwiskowe wyznaczymy z
zaleznosci

. (M
M, =-M,(1-sing,) std bo =arc3|r{M—p+1j

g

Wnosimy sid, ze deformacje wysgpia w obszarze(0, ¢,) w otoczeniu
podpérAi B.
Wyznaczymy z kolei rozktad momentow jednostkowych

M = —1+lrsin¢ =sing -1
r

rsing

= |

1 (.
1 ¢

Rys. 6.14d
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Stosujc zasad prac dopetniajcych oraz wykorzystdp symetrg¢ zadania
wyznaczymy wart& granicznego obrotu podpor tuku

%
Wy = O%[(M s —M p)(sin¢ ~1)|sing ~1)rdg =
_ My —Mp[g_sin2¢

EJ 2 4

$o —
0

+2cosg + ¢}

M,-M i
=9 P |:ﬁ - Smj(bo +2c0sp, + ¢, — 2:|

E'J 2

Wystepujace w tym wzorze wartei momentowMg, M, J, E dla przekroju
ceowego wyznaczymy z rowma

M, =W,
Mg =W,
"
a
h 7
9. |
AN
Rys. 6.14e
gdzie

PRI

Podstawiajc wyliczone wielkdci do wzoru na 4 obrotu ¢, otrzymamy
wartas¢ obrotu granicznego podp6r tuku.
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ZADANIE 6.15.

Podpory tuku bezprzegubowego doznpjonowych przemieszcadl, i Ug
w wyniku ruchéw podiea.

Nalezy okresli¢ graniczm wartags¢ tych przemieszcze poprzedzajca
zniszczenie konstrukcji. Obliczenia przeprowéddla modelu ciat sztywno-
plastycznego ze wzmochieniem.

C

A B
%, I,

Rys. 6.15a

Rozwigzanie:

W ruchu tuku wynikajcym z osiadania podpér rama wydzielé ruch
sztywny, pionowy o wartei sredniej 0.5 [{U A +UB) oraz pozostaty genegay
stany napgzen w tuku.

U=U,-U,
Ua UBl l UO=%(UA+UB; lU:UA_UO

Rys. 6.15b
W dalszych rozwzaniach analizow@bedziemy jedynie ten niesymetryczny

ruch podpér U wywotujacy stany naprzen. Wprowadzé naley teraz
réwnowany kinematycznie mechanizmu i bada nim stany nagtzen
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Rys. 6.15c

Wprowadzony w rozwgania mechanizm dazie w rownowadze jeli

M . . , , o
P= % W miarg wzrostu przemieszczenia zwigkszap sig momenty

utwierdzeniaMa=Mg=M,
Rozktady momentow zginggych maj postad

M(g)=M, —#(r -rcosp) = M'(¢)=M, —#(r - rcosp) = M jcosp

Zaskg momentow nadwakowych obliczymy przyrownac M'(¢) do M,
czyli

M, =M_-M_(1 ) std _ M, = M
» =My g\l—cosp,) st cos¢0—Mg:>¢o—arcco M,
Odksztatcenia wyspia tylko w przedzialg0, ¢o) z obu stron utwierdzenia.
Sporzdzimy z kolei wykres momentéw pochadych od sit jednostkowych
przytozonych w miejscu i kierunku poszukiwanych przemiesac

12r=2M = M =101 M, (¢)=1r —=1(r —rcosg) = rcosp
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Wartcé¢ poszukiwanego przemieszczeniavyliczymy korzystajc z zasady
prac dopelniajcych

1m= j—[M Mp]M1(¢) rdg =

-J‘L[M cosg - M ]rcos¢ rdg =

M r2¢o ) Mgr? g sinzg M, |7
= !(cosz¢ —COS¢Jd¢ —EJ {E+—4 M—gS|n¢ 0

Ostatecznie graniczna wagéardznicy osiadéa podpor 4 =2u wynosi

r? sin2g, M
2 +——0-—Pgin
J P 2 M, P

A=2u=

i 0 taky wartas¢ co najwyej mog sie rézni¢ osiadania pionowe podpor tuku
bezprzegubowego.

Podobnie jak w poprzednich przyktadach waithl,, My i J dla przekrojow
prostoktnychaxh 53

B _ah?
M Upr, M Ung, WP—T
p= %

12 £

g
gdzie a,, gy, & W, i J sa kolejno granicami plastyczgo, wytrzymaitgci,
odksztalceniem granicznym, wskakiem plastycznéci i momentem
bezwtadnéci przekroju prostodtnego.
ZADANIE 6.16.
W ukladzie petowym przedstawionym na rys. 6.16a rglekresli¢ wartasé

graniczry pionowego przemieszczenia stupka2. W rozwaaniach nalgy
korzyst& z modelu ciata sztywno-plastycznego z liniowym vezmeniem.

281



Rys. 6.16a

Rozwigzanie

Oprocz wypciowego zadania analizowabedziemy réwnowane mu
kinematycznie po odrzuceniu podpory ulegaj przemieszczeniu i zapieniu
jej przez si¢ wymuszagca deformact uktadu.

Warunki rbwnowagi granicznej

Vo+V, =P

Ho—H; =0

Vol +My +M, =0

Vol ~Hgh+2M =0

Vo2 =Hoh+Pl-M +M =0

Wartdici sit w wiezach wynosz V, =2M /I =V,, Hy=H;=0, P=4M /I

Momenty nadwykowe pojawi si¢ w stupiel-2 oraz w przywztowych
czesciach petdw poziomych. Wykres momentéw zgigaych pochodzcych od
obcigzenia P=1 przylozonego w miejscu poszukiwanego przemieszczenia w
samozrownowzonym mechanizmie ma posta

4M
P= Ig orazP - 1

stad
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1= M=
| 4
1
w /2
M g H4 %3
P ‘

:

Rys. 6.16b

Z podobiéstwa wykreséw momentow wyznaczamydeg /7 = M(l—% Iﬁj :

Wartaé¢ poszukiwanego przemieszczenia granicznego uzyskamy
~przemnaenia” momentéw nadwkowychAM i jednostkowegM;.

r o 2
u=—1 4AMXU7+AMhM}:—:.L AM |G“—(1—QJ+AMﬁ
EJ 3 4

EJ| 2 M, 4
Ostatecznie

Ve
u=1 | ATy AM L I
EJ|4M, 3M 4

ZADANIE 6.17.

Nalezy okresli¢ nasnos¢é uktadu petowego przedstawionego na rys. 6.17 o
granicy plastycznei o, .
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Rozwigzanie
W uktadzie mog wystpi¢ dwa mechanizmy zniszczenia:
- uplastycznienia wspornikow
- uplastycznienia belki w wyniku ségania.
Przed wyznaczeniem fmmosci obliczymy momenty uplastycznienia przekrojow
kotowych pochodzce zaréwno od zginania jak i skania.
Zginajgcy moment uplastycznienia wynosi

2
M, = Zap[”ER JE@L‘RJ ARy - przekroj petny

3 p

2 37

2K
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2 2
M, =20, R ARz Ar =£(R3 —r3)ap - rura 0 promieniach
2 3 2 3m

Skrecajgcy moment uplastycznienia wynosi
R2m

2 .
K, =[r,0dF =7,[ [ p*dg do =§nR3rp -przekréj petny
F 00

R2m

K, :Tp”,oqu) d,o=%72R3rpR =§77(R3—r3)rp - W rurze
ro r

Nosnos¢ w wyniku uplastycznienia wspornikow w przekroju
B — B obliczymy z zalendsci
4R®-r3 3_ 3
( )ap _4 (R r )a
3Ph 3 Ph P

mPh=M, = 1=

Drugi z mechanizméw zwkany z uplastycznieniem w wyniku skania
belki polega na osgjnicciu przez moment skcajgcy Ph wartdsci granicznej

Kp(szpr)'
2n(R-r)r, _2f3m(Re-r)
3h 3 pPh P

/uZPh: Kp = K=

Z porownania mnmikow wynika, ze 1, < i4,, czyli wysepuje pierwszy z
mechanizmdw zniszczenia.
Jezeli natomiast zakymy réwnoczesne wygbienie obu mechanizméw

zniszczeniay, = U, przy r&nych wymiarach belki skcanej i wspornikow, to
zachodzi
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) a[Re-r2)  _2far(Re-r?)
MEH =3 e P73 pn 0
= §3—F3=§H(R3—r3)

Otrzymana réwn& pozwala okréaé wspotzalenos¢ wymiaréw
przekrojéw belki i wspornikbw w przypadku ich jedrzesnego
uplastycznienia.
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